
有理函数的不定积分

Iridium LINCH-SK

在陈波珍老师的《化学反应动力学》课上，我们需要经常应对一些乍一

看没有那么显然的不定积分，比如

A+ B → P, (1)

或者

2A + B → P. (2)

如果两个反应都是基元反应的话，那么它们分别有速率方程：

r = k(A)(B), (3)

r = k(A)2(B). (4)

对于涉及两种及其以上反应物的情形，一般设反应进度x为两个反应物的公

共变量，此时的速率方程分别写作：

dx

dt
= k((A)0 − x)((B)0 − x), (5)

dx

dt
= k((A)0 − 2x)2((B)0 − x). (6)

欲求动力学方程的解析形式，分离变量后积分是必不可少的步骤，而这中

间最大的一个阻碍就在求等式左侧含x积分的地方：∫
dx

((A)0 − x)((B)0 − x)
=

∫
kdt, (7)

∫
dx

((A)0 − 2x)2((B)0 − x)
=

∫
kdt. (8)
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为了求这两个积分，我们需要简单复习（或者说系统总结）一下如何求

有理函数的积分，所谓有理函数，就是具有多项式与多项式之比形式的函

数，写作一个具体的式子R(x)，即：

R(x) =
P (x)

Q(x)

式中，P (x)和Q(x)都是多项式，且degQ(x) ̸= 0（否则Q(x)成为常函数，

退化为平凡的多项式情形）。多项式P (x)包含的最高次幂称为P (x)的次数，

符号记作degP (x)。如果degP (x) < degQ(x)，则称R(x)是真有理函数；

若degP (x) ≥ degQ(x)，则称R(x)是假有理函数。

利用多项式的带余除法，我们总能把一个假有理函数转变为一个真有理

函数和多项式之和。具体操作如下：

设P (x) = a0+a1x+a2x
2+ . . .+aAx

A，Q(x) = b0+b1x+b2x
2+ . . .+bBx

B，

且A = degP (x) ≥ degQ(x) = B，则先取

q1 =
aA
bB

xA−B,

由于A ≥ B，q1中x的幂次是非负的，故q1是一个x的单项式。此时，定

义P1 := P (x)− q1Q(x)，则

P1(x) = (aA−1−
aAbB−1

bB
)xA−1+. . .+(aA−B−

aAb0
bB

)xA−B+aA−B−1x
A−B−1+. . .+a0

我们便可以把原本的有理函数改写为

R(x) = q1 +
P1(x)

Q(x)
,

此时的degP1 < degP (x)。若仍有degP1(x) ≥ degQ(x)，则对P1(x)采用

和P (x)一样的手续，使得deg q2 = degP1−B，此时P2(x) = P1(x)−q2Q(x)，

而degP2(x) < degP1(x)。重复该步骤，直到第k次时，出现degPk(x) <

degQ(x)。此时，不存在一个x的单项式qk+1，使得degPk(x) = deg qk+1Q(x)，

这样的手续便无法进行下去了。此时，有理函数表达为

R(x) = q1 + . . .+ qk +
Pk(x)

Q(x)
.

由于q1, . . . , qk均为单项式，q1 + . . .+ qk即多项式。

Pk(x)

Q(x)
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成为真有理函数。在此过程中，q1+. . .+qk称为P (x)除以Q(x)的商，而Pk(x)称

为P (x)除以Q(x)的余数，这和整数的带余除法定义类似，故称上述手续为

多项式的带余除法。

多项式的积分处理是十分平凡的，对于多项式

P (x) =
n∑

i=0

aix
i,

其不定积分为 ∫
dxP (x) =

n∑
i=0

ai
i+ 1

xi+1 + C.

C为任意常数。

因此一切有理函数的不定积分问题关键在于处理带余除法产生的真有理

分式。对于一个高次的Q(x)，我们显然不能用直觉（俗称“瞪眼法”）判断

出来应当怎么去做积分，但我们总能尝试将多项式做因式分解从而探索求

解的方法。下文的论述将指出我们总能把一个真有理函数分解成若干标准

形式的求和，对这些标准形式我们便可以运用直觉，或者提前准备好处理

它的手续，把最终的函数形式表达为这些标准形式积分的和。

和式的积分总是比积式的积分讨喜得很

——Iridium LINCH-SK

定理（代数基本定理） 任意复数域上的多项式p(x) ∈ C[x]总能分解为一
次多项式的积，即

p(x) =

n∏
i=1

(x− ai)

式中，n即多项式的次数，ai是多项式的根。

依我看啊，中小学教书的老师可以尝试直接称整数集、有理数集、实数

集和复数集为“整数环”、“有理数域”、“实数域”和“复数域”。这时学

生们听到就好奇了，“什么是‘环’，什么是‘域’啊？”下课就去问老师，

老师稍微一解释，学生对数学的兴趣就起来了……

——孙笑涛 2019年冬季 于中国科学院大学玉泉路校区
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我们在这里并不打算证明这个定理。我们只打算根据这个定理证明下述

论断：

定理 实系数多项式可以分解为若干一次多项式和没有实根的二次多项式

之积，即任一实系数多项式均可表示为形式：

p(x) = C
l∏

i=1

(x− ai)
di

m∏
j=1

(x2 + bjx+ cj)
fj , b2j − 4cj < 0.

这里，i是实数根的指标，di代表实根ai的重数；j是无实根二次多项式的指

标，fj即该二次多项式因子的重数。

证明 实系数多项式自然是复系数多项式，因此可以直接运用代数基本定

理，指出：n次多项式可以分解为n个一次多项式之积，这些一次多项式的

根可以是实数，也可以是复数。

如果x ∈ C是多项式
n∑

i=0

pix
i = 0

的解，那么x的复共轭x∗满足多项式方程

n∑
i=0

p∗ix
∗i = 0

然而pi ∈ R，因此pi = p∗i，也就意味着x和x∗满足同一多项式方程。对一个

实多项式，如果x ∈ C是它的根，那么x∗也是它的根。若z ∈ C\R是多项式
的根，则(x − z)(x − z∗) = x2 + bx + c成为多项式的因子。根据韦达定理，

这个因子是实系数的，因为 b = z + z∗,

c = zz∗.

均为实数。这个因子没有实根，因此其判别式小于零。

2

对于一个真有理函数，由上述定理，即可指出其分母可以被分解为

R(x) =
P (x)∏l

i=1(x− ai)di
∏m

j=1(x
2 + bjx+ cj)fj

, b2j − 4cj < 0.
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的形式。P (x)的形式并不重要，我们很容易看出分母具有被通分后的结构。

我们可以考察，哪些有理函数的和被通分可以产生分母Q(x)：

对于多项式的一个根ai，我们在待通分的分式集中引入次数不超过di的分

式： {
1

x− ai
, . . . ,

1

(x− ai)di

}
我们显然不能引入次数更高的分式了。将多项式的所有实根纳入考虑，则

待通分的函数集为{
1

x− a1
, . . . ,

1

(x− a1)d1
; . . . ;

1

x− al
, . . . ,

1

(x− al)dl

}
当我们将无实根二次多项式纳入考虑时，我们需要注意，分子可以至多包

含一次多项式，因此待通分的函数集应当写作{
x+ gj,1

x2 + bjx+ cj
, . . . ,

x+ gj,fj
(x2 + bjx+ cj)fj

}
综上所述，以Q(x)为分母的有理函数至多容许以下函数集的通分：

B(Q(x)) =



1

x− a1
, . . . ,

1

(x− a1)d1
;

. . . ;

1

x− al
, . . . ,

1

(x− al)dl
;

x+ g1,1
x2 + b1x+ c1

, . . . ,
x+ g1,f1

(x2 + b1x+ c1)f1

. . . ;

x+ gm,1

x2 + bmx+ cm
, . . . ,

x+ gm,fm

(x2 + bmx+ cm)fm


通分时，所有通分的乘式都是常系数。

我们首先梳理一遍应对这些分式的标准积分手续：

一次多项式一次分式 这是一次多项式分式的特殊情形，我们在本科的微

积分教程中早已熟稔： ∫
dx

x− ai
= ln |x− ai|+ C.
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一次多项式高次分式 这是一次多项式分式的一般情形，也属于学过本科

微积分之后就能瞪眼瞪出来的：∫
dx

(x− ai)di
= − 1

di − 1

1

(x− ai)di−1
+ C.(di > 1)

二次无实根多项式分式 到这里就需要一点构造技巧了，不过只要本科微

积分凑微分技巧足够熟练，还是能凑出全微分的。和一次多项式一样，这

里仍然需要对多项式整体在分母中的次数进行一次分类讨论：∫
dx(x+ gj,1)

x2 + bjx+ cj
=

∫
dx(x+ bj/2− bj/2 + gj,1)

x2 + bjx+ cj

=
1

2

∫
d(x2 + bjx+ cj)

x2 + bjx+ cj
+

∫
dx(gj,1 − bj/2)

x2 + bjx+ cj

=
1

2
ln |x2 + bjx+ cj |+

∫
dx(gj,1 − bj/2)

x2 + bjx+ cj
.

∫
dx(x+ gj,fm)

(x2 + bjx+ cj)fm
=

∫
dx(x+ bj/2− bj/2 + gj,fm)

x2 + bjx+ cj

=
1

2

∫
d(x2 + bjx+ cj)

(x2 + bjx+ cj)fm
+

∫
dx(gj,fm − bj/2)

(x2 + bjx+ cj)fm

= − 1

2(fm − 1)

1

(x2 + bjx+ cj)fm−1
+

∫
dx(gj,fm − bj/2)

x2 + bjx+ cj
.

经过这番凑微分后，我们剩下了分子为常数项的积分。根据分母次数的不

同，处理的难度有很大差别：

二次无实根多项式一次分式，且分子为常数 抛去上文凑微分时产生的无

聊的系数，二次无实根多项式一次分式，且分子为常数的基本形式为：∫
dx

x2 + bjx+ cj

最基本的观点还是凑微分，置

t =
x+ bj

2√
cj −

b2j
4
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停！这是可以做到的吗？根号内的式子大于零吗？

答：是的，因为这是一个无实根的多项式。

LHS =

∫ √
cj −

b2j
4
dt(

cj −
b2j
4

)
(t2 + 1)

=
1√

cj −
b2j
4

arctan(t) + C

=
1√

cj −
b2j
4

arctan

 x+ bj
2√

cj −
b2j
4

+ C.

二次无实根多项式高次分式，且分子为常数 运用类似上文的方法，忽略

掉一些无聊的系数，我们总能把这种情形的式子整理成这种形式：∫
dt

(t2 + r2)k

其中r是一个常数，并记上式为Ik。此处的凑全微分需要一点特别的技巧，

以实现Ik函数列的迭代：

Ik : =

∫
dt

(t2 + r2)k

=
1

r2

∫
r2dt

(t2 + r2)k

=
1

r2

(∫
dt

(t2 + r2)k−1
−
∫

t2dt

(t2 + r2)k

)
=

1

r2

(
Ik−1 +

1

2(k − 1)

∫
td

(
1

(t2 + r2)k−1

))
=

1

r2

(
Ik−1 +

1

2(k − 1)

(
t

(t2 + r2)k−1
−
∫

dt

(t2 + r2)k−1

))
=

1

r2

(
Ik−1 +

1

2(k − 1)

(
t

(t2 + r2)k−1
− Ik−1

))
=

t

2r2(k − 1)(t2 + r2)k−1
+

2k − 3

2r2(k − 1)
Ik−1

经过一番迭代，对于任意幂次的分子为常数的二次无实根多项式分式，最

终总能归结到求I1，也就是分子为常数的二次无实根多项式一次分式，我

们已经在前文讨论过了。
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待定系数法做标准分解 前面的论述都是对B(Q(x))中元素做积分，而现在

我们要回到分解本身上来。通分的本质无外乎是分式的线性组合。将有理

函数P (x)/Q(x)用B(Q(x))（如果你忘了B(Q(x))的含义的话，翻回第5页）

中函数的常系数线性组合的过程称为有理函数的标准分解。

R(x) =
l∑

i=1

di∑
µ=1

c1,i,µ
1

(x− ai)µ
+

m∑
j=1

fj∑
ν=1

c2,j,ν
x+ gj,ν

(x2 + bjx+ cj)ν

以常数为系数对B(Q(x))中函数进行通分，得到的分子是多项式。将通分后

的多项式和P (x)做逐项比较，即可求得标准分解的诸项系数。

我们似乎需要更加深入地考察一下这样的分解。对于一般的B(Q(x))，它包

含
l∑

i=1

di +
m∑
j=1

2fj

个可以变动的系数。其中，每个无实根的二次多项式分式需要两个系数，

因为gj,f也是待定的。那么我们总是可以重新标记系数如下：

c2,j,ν,1 : = c2,j,ν ,

c2,j,ν,0 : = c2,j,νgj,ν .

此时标准分解式成为：

R(x) =
l∑

i=1

di∑
µ=1

c1,i,µ
(x− ai)µ

+
m∑
j=1

fj∑
ν=1

(
c2,j,ν,1x

(x2 + bjx+ cj)ν
+

c2,j,ν,0
(x2 + bjx+ cj)ν

)
将分母Q(x)因式分解完全后，注意到多项式Q(x)的次数与展开时满足关

系：

degQ(x) =
l∑

i=1

di +
m∑
j=1

2fj

一个真有理函数的分子至多是degQ(x) − 1次的，因此包含degQ(x)个单项

式。每个单项式比较系数都会得到一个关于{c1,i,µ, c2,j,ν,1, c2,j,ν,0}的线性方
程。这个线性方程组有确定的解。

裂项法做标准分解 求解线性方程组是一个繁琐且不优雅的方法，在实际

操作过程中我们还是更喜欢使用一些数学小技巧：
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通分的逆过程叫约分；但通分求和的逆过程叫做裂项相减，想想看是不

是这么个道理。

——Iridium LINCH-SK

先考虑只有一次多项式因子的情形，比如

1

(x− a)µ(x− b)ν

我们熟知的裂项公式是这样的：

1

(x− a)(x− b)
=

1

a− b

(
1

x− a
− 1

x− b

)
因此我们可以从原本的式子中分离出一对可以裂项的因式，然后我们发现

裂项后得到了两个次数较低的分式：

1

(x− a)µ(x− b)ν
=

1

(x− a)µ−1(x− b)ν−1

1

(x− a)(x− b)

=
1

a− b

1

(x− a)µ−1(x− b)ν−1

(
1

x− a
− 1

x− b

)
=

1

a− b

(
1

(x− a)µ(x− b)ν−1
− 1

(x− a)µ−1(x− b)ν

)
对拆开的两项进行相同手续，最终会将式子完全分解。

只有二次无实根多项式因子相乘的情形。根据上一段的经验，我们其实

只需要考虑两个二次的因式乘在一起的情形：

1

(x2 + b1x+ c1)(x2 + b2x+ c2)
=

1

(b2 − b1)x+ (c2 − c1)

(
1

x2 + b1x+ c1
− 1

x2 + b2x+ c2

)
这里将两个二次多项式相乘的情形转变为了一次多项式和二次多项式相乘

的情形，我们着手处理这种情况：

1

(x− a)(x2 + bx+ c)
=

1

c+ a(a+ b)

1

x− a

(
1− (x− a)(x+ a+ b)

x2 + bx+ c

)
=

1

c+ a(a+ b)

(
1

x− a
− x+ a+ b

x2 + bx+ c

)
对于上文两个二次多项式分式相乘的情形，我们引入了一个一次分式作为

分解中间式。我们需要证明，在这个过程中引入的一次分式会被消掉，事

实上：

a = −c2 − c1
b2 − b1

,
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对于两个不同的二次多项式分式与1/(x− a)的积，它们的1/(c+ a(a+ b))分

别为：

c1 −
c2 − c1
b2 − b1

(
b1 −

c2 − c1
b2 − b1

)
?
= c2 −

c2 − c1
b2 − b1

(
b2 −

c2 − c1
b2 − b1

)
c1 −

c2 − c1
b2 − b1

b1
?
= c2 −

c2 − c1
b2 − b1

b2

c1 − c2
?
= −c2 − c1

b2 − b1
(b2 − b1)

c1 − c2 = c1 − c2

二者因子相同，在原式中符号相反，这个一次多项式会被消掉，裂项后产

生的项不包含中间一次多项式。

对于带有任意分子P (x)的有理函数，可以对P (x)也做因式分解。虽然P (x)/Q(x)已

不可约，但仍可令P (x)中某因子对Q(x)中某因子做带余除法，将原有理函

数拆成一个分子更简单的项和一个分母更简单的项的求和。这时，裂项总

可归结为一次分式乘一次分式和一次分式乘二次分式的情形。

例1 （7）式 等式左边是最简单的一次裂项情形：∫
dx

((A)0 − x)((B)0 − x)
=

∫
dx

(B)0 − (A)0

(
1

(A)0 − x
− 1

(B)0 − x

)
=

1

(A)0 − (B)0
ln

(A)0 − x

(B)0 − x
+ C

当t = 0时，x = 0

C =
1

(A)0 − (B)0
ln

(B)0
(A)0

因此动力学方程为

1

(A)0 − (B)0
ln

(B)0 ((A)0 − x)

(A)0 ((B)0 − x)
= kt
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例2 （8）式 仍然是一次裂项，但出现了高次幂的一次项∫
dx

((A)0 − 2x)2((B)0 − x)
=

∫
dx

4((A)0/2− x)2((B)0 − x)

=

∫
dx

4((A)0/2− x)

1

((A)0/2− x)((B)0 − x)

=

∫
dx

4((A)0/2− x)

1

(B)0 − (A)0/2

(
1

(A)0/2− x
− 1

(B)0 − x

)
=

∫
dx

2((A)0/2− x)2
1

2(B)0 − (A)0

−
∫

dx

2((A)0/2− x)

1

2(B)0 − (A)0

1

(B)0 − x

= − 1

(A)0 − 2(B)0

1

(A)0 − 2x
+

1

((A)0 − 2(B)0)2
ln

(A)0 − 2x

2((B)0 − x)
+ C

当t = 0时，x = 0

C =
1

(A)0 − 2(B)0

1

(A)0
− 1

((A)0 − 2(B)0)2
ln

(A)0
2(B)0

动力学方程为

1

(A)0 − 2(B)0

(
1

(A)0
− 1

(A)0 − 2x

)
+

1

((A)0 − 2(B)0)2
ln

(B)0((A)0 − 2x)

(A)0((B)0 − x)
= kt

我们已经知道，对于任意有理函数，我们总是可以写出初等函数形式的

不定积分。那么，具体到化学反应动力学的情形，我们有以下论断：

若反应速率方程正比于反应物浓度的自然数次幂的乘积，那么它的不定

积分一定可以写成初等函数。


