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中国科学院大学      

    试 题 专 用 纸        

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

注意事项： 

1.考试时间为 120 分钟，考试方式 闭 卷； 

2.全部答案写在答题纸上； 

3.考试结束后，请将本试卷和答题纸、草稿纸一并交回。 

_____________________________________________________________________________________ 

 

中国科学院大学 2021-2022 学年秋季学期 

力学 5 班期末考试参考答案与评分标准 

 

一、 填空题（共 8 题，每空 2 分，共 32 分） 

若一空填错但接近正确答案，则可以得该空一半分。 

1. 现有一质量为 𝑚、半径为 𝑟 的匀质圆盘。若转轴过圆盘中心且垂直于圆盘平面，则

转动惯量为 
1

2
𝑚𝑟2 ；若转轴过圆盘中心且在圆盘平面内，则转动惯量为 

1

4
𝑚𝑟2 。 

第二空与第一空之比为 
1

2
 得 2 分。 

2. 刚体相对某参考系作平面平行运动时，在任意时刻总能找到一个称为瞬心的点，则

该参考系中瞬心的速度 一定 为 0，加速度 不一定 为 0（填一定或不一定）。 

3. 内外半径几乎同为 𝑅、质量为 𝑀 的匀质圆环，静止地平放在水平桌面上，环内某直

径的两端各有一个质量同为 𝑚 的静止小球，设系统处处无摩擦。现以一个水平恒力

 𝐹 拉环，其方向线通过环心且与上述直径垂直，则在两小球相碰前瞬间，质心系中

该水平恒力所作的功为 
2𝑚𝐹𝑅

𝑀+2𝑚
 ，两小球的相对速度大小为 2√

2𝐹𝑅

𝑀+2𝑚
 。 

第一空体现了力的作用点相对质心的位移得 1 分，第二空填 √
2𝐹𝑅

𝑀+2𝑚
 得 1 分，第二空

的平方与第一空之比为 
4

𝑚
 得 1 分。 

4. 其他条件相同时，黏性流体的黏度越大，则雷诺数越 小 （填大或小），越 难 （填

易或难）形成湍流。 

5. 可绕固定水平轴左右摆动的刚体称为复摆，若刚体的质量为 𝑚、相对转轴的转动惯

量为 𝐼、质心到转轴的距离为 𝑟，则该复摆作小角度摆动的周期为 2π√
𝐼

𝑚𝑔𝑟
 ；小角

度摆动周期与之相同的单摆称为等时摆，则该复摆的等时摆长为 
𝐼

𝑚𝑟
 。 

课程编号：B02GB001Y-05 

课程名称：力学 21-22 秋季 

任课教师：毕效军 
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第一空填 √
𝑚𝑔𝑟

𝐼
 得 1 分，第二空与第一空的平方之比为 

𝑔

4π2
 得 2 分。 

6. 已知某介质中的波速为 200 m s⁄ ，一列平面简谐波的波长

为 100 m，在某时刻的一部分波形曲线如右图所示。已知

图中的 𝐴 点坐标为 20 m、振动量为 4 m、振动速度为 12π

 m s⁄ ，不在图中的 𝐵 点坐标为 95 m，则此时刻 𝐵 点的振动

量为 3 m、振动速度为 −16π m s⁄ 。（结果保留 π） 

第一空填 −3 得 1 分，第二空填 16π 得 1 分。 

7. 已知某介质中的波速为 𝑢、波源的振动频率为 𝜈0、波源相对介质的速度大小 𝑣𝑆 < 𝑢、

观察者相对介质的速度大小 𝑣𝐵 < 𝑢，且波源与观察者的速度方向均在二者连线上。

若波源与观察者相向运动，则观察者接收到的频率为 
𝑢+𝑣𝐵

𝑢−𝑣𝑆
𝜈0 ；若波源与观察者背

向运动，则观察者接收到的频率为 
𝑢−𝑣𝐵

𝑢+𝑣𝑆
𝜈0 。 

第一空填 √
𝑢+𝑣𝑆+𝑣𝐵

𝑢−𝑣𝑆−𝑣𝐵
𝜈0 且第二空填 √

𝑢−𝑣𝑆−𝑣𝐵

𝑢+𝑣𝑆+𝑣𝐵
𝜈0 得 1 分。 

8. 已知真空中光速为 𝑐，电子的静质量为 0.511 MeV 𝑐2⁄ 。在北京正负电子对撞机的某

次实验中，电子被加速到 0.999 𝑐，则其动质量为 11.4 MeV 𝑐2⁄ ，动能为 10.9 MeV

（结果保留三位有效数字）。 

 

二、 简答题（共 3 题，每题 6 分，共 18 分） 

若答出关键字词或推导出关键公式则得相应所有分。 

9. 写出狭义相对性原理以及洛伦兹变换公式。 

在所有惯性参考系中，物理学定律具有相同的表达形式（3 分）。 

设一个惯性参考系 𝑆′ 相对另一个惯性参考系 𝑆 以匀速度 𝒗 平动，𝑡′ = 𝑡 = 0 时刻两

个坐标系的原点重合，且将 𝑥′ 与 𝑥 轴同沿 𝒗 的方向设置，则两参考系之间运动学量

的变换关系为 𝑥 =
𝑥′+𝑣𝑡′

√1−
𝑣2

𝑐2

，𝑦 = 𝑦′，𝑧 = 𝑧′，𝑡 =
𝑡′+

𝑣

𝑐2𝑥′

√1−
𝑣2

𝑐2

（3 分）。 

10. 叙述刚体转动惯量的平行轴定理，并用转动惯量的定义证明。 

设刚体质量为 𝑚，取两个互相平行、间距为 𝑑 的转轴 MN 和 PQ，其中 PQ 过刚体质

心 C，设置从 MN 轴指向 PQ 轴的矢量 𝒅。对刚体任一质元 𝑚𝑖，从 MN 轴向其引出

矢量 𝒓𝑖，再从 PQ 轴向其引出矢量 𝒓𝑖𝐶，则有关系 𝒓𝑖 = 𝒓𝑖𝐶 + 𝒅。 
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刚体相对 PQ 轴的转动惯量为 

𝐼𝐶 = ∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖𝐶
2

𝑖

（1 分）， 

刚体相对 MN 轴的转动惯量为 

𝐼𝑀𝑁 = ∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖
2

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖 ⋅ 𝒓𝑖

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖(𝒓𝑖𝐶 + 𝒅) ⋅ (𝒓𝑖𝐶 + 𝒅)

𝑖

 

= ∑ 𝑚𝑖(𝒓𝑖𝐶 ⋅ 𝒓𝑖𝐶 + 2𝒓𝑖𝐶 ⋅ 𝒅 + 𝒅 ⋅ 𝒅)

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖(𝑟𝑖𝐶
2 + 2𝒓𝑖𝐶 ⋅ 𝒅 + 𝑑2)

𝑖

 

= ∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖𝐶
2

𝑖

+ 2 ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖𝐶 ⋅ 𝒅

𝑖

+ ∑ 𝑚𝑖𝑑
2

𝑖

 

= 𝐼𝐶 + 2 (∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖𝐶

𝑖

) ⋅ 𝒅 + 𝑚𝑑2（2 分）。 

由质心的定义可得 ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖𝐶𝑖 = 𝑚𝒓𝐶𝐶 = 𝟎，其中从PQ轴向质心C引出的矢量 𝒓𝐶𝐶 = 𝟎。 

故有 𝐼𝑀𝑁 = 𝐼𝐶 + 𝑚𝑑2（3 分），此即刚体转动惯量的平行轴定理。 

11. 写出受迫振动的动力学微分方程及其稳态解，解释共振现象并说明其产生条件。 

阻尼振动中随着能量的损耗，物体最终停止运动。而若附加一个周期性的外力对物

体作功不断输入能量，则物体仍可保持连续振动，称为受迫振动。该周期性的外力

称为驱动力，最基本的驱动力可表述为 𝐹 = 𝐹0 cos 𝜔𝑡。 

设振子的质量为 𝑚，取线性的回复性保守力 𝐹𝑥 = −𝑘𝑥 以及阻尼力 𝑓𝑥 = −𝛾𝑣，则由

牛顿第二定律可得 𝑚𝑎 = 𝐹𝑥 + 𝑓𝑥 + 𝐹，可改述为受迫振动的动力学微分方程 

�̈� + 2𝛽�̇� + 𝜔0
2𝑥 = 𝑓0 cos 𝜔𝑡 （1 分）， 

其中𝛽 =
𝛾

2𝑚
、𝜔0 = √

𝑘

𝑚
、𝑓0 =

𝐹0

𝑚
。 

受迫振动的通解可表示为阻尼振动的通解与一个非齐次特解的叠加，而前者随时间

作指数衰减，因此后者即为受迫振动的稳态解 

𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)（1 分）， 

其中𝐴 =
𝑓0

√(𝜔0
2−𝜔2)

2
+4𝛽2𝜔2

（1 分）、tan 𝜑 = −
2𝛽𝜔

𝜔0
2−𝜔2（1 分）。 

固定 𝑓0，对于不同的 𝛽 值可绘制出一系列 𝐴 − 𝜔 曲线。若 𝛽 ≥
𝜔0

√2
 则曲线无极大值；

而若 𝛽 <
𝜔0

√2
 则当驱动力的角频率取为 𝜔r = √𝜔0

2 − 2𝛽2 时，振幅达到极大值 𝐴M =

𝑓0

2𝛽√𝜔0
2−𝛽2

，即出现共振现象（1 分）。阻尼系数 𝛽 越小，则共振角频率 𝜔r 越接近固
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有角频率 𝜔0、共振峰越尖锐；若 𝛽 ≪ 𝜔0 则有 𝜔r ≈ 𝜔0 以及 𝐴M ≈
𝑓0

2𝛽𝜔0
（1 分）。 

 

三、 计算题（共 5 题，每题 10 分，共 50 分） 

若计算结果正确则得满分，若推导到某一步骤则得该步骤及其之前所有分。 

12. 总质量为 𝑚、各质点质量分别为 𝑚𝑖 的质点系相对某参考系运动，各质点在某时刻

相对某参考点 O 的位矢分别为 𝒓𝑖。我们可定义该质点系的质心 C，并将质心看作质

量为 𝑚 的质点，从而定义质心的各运动学量以及各动力学量， 

(1) 证明质点系动量 𝒑 即为质心动量 𝒑𝐶； 

质心相对参考点 O 的位矢为 

𝒓𝐶 =
∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖𝑖

𝑚
。 

质点系的动量为 

𝒑 = ∑ 𝒑𝑖

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒗𝑖

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖

d𝒓𝑖

d𝑡
𝑖

（1 分）， 

质心的动量为 

𝒑𝐶 = 𝑚𝒗𝐶 = 𝑚
d𝒓𝐶

d𝑡
= 𝑚

d

d𝑡
(

∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖𝑖

𝑚
) = ∑ 𝑚𝑖

d𝒓𝑖

d𝑡
𝑖

（1 分）， 

因此 𝒑 = 𝒑𝐶。 

(2) 证明质点系相对该参考点的角动量 𝑳 可分解为质心相对该参考点的角动量 𝑳𝐶  

与质点系相对质心的角动量 𝑳′ 之和； 

设各质点相对质心 C 的位矢分别为 𝒓𝑖
′，则有 𝒓𝑖 = 𝒓𝐶 + 𝒓𝑖

′、 𝒗𝑖 = 𝒗𝐶 + 𝒗𝑖
′，且 

∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖
′

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖(𝒓𝑖 − 𝒓𝐶)

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖

𝑖

− (∑ 𝑚𝑖

𝑖

) 𝒓𝐶 = 𝑚𝒓𝐶 − 𝑚𝒓𝐶 = 𝟎， 

∑ 𝑚𝑖𝒗𝑖
′

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖

d𝒓𝑖
′

d𝑡
𝑖

=
d

d𝑡
(∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖

′

𝑖

) =
d𝟎

d𝑡
= 𝟎。 

质点系相对参考点 O 的角动量为 

𝑳 = ∑ 𝑳𝑖

𝑖

= ∑ 𝒓𝑖 × 𝒑𝑖

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖 × 𝒗𝑖

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖(𝒓𝐶 + 𝒓𝑖
′) × (𝒗𝐶 + 𝒗𝑖

′)

𝑖

 

= ∑ 𝑚𝑖(𝒓𝐶 × 𝒗𝐶 + 𝒓𝐶 × 𝒗𝑖
′ + 𝒓𝑖

′ × 𝒗𝐶 + 𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′)

𝑖
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= (∑ 𝑚𝑖

𝑖

) 𝒓𝐶 × 𝒗𝐶 + 𝒓𝐶 × (∑ 𝑚𝑖𝒗𝑖
′

𝑖

) + (∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖
′

𝑖

) × 𝒗𝐶 + ∑ 𝑚𝑖

𝑖

𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′ 

= 𝑚𝒓𝐶 × 𝒗𝐶 + 𝒓𝐶 × 𝟎 + 𝟎 × 𝒗𝐶 + ∑ 𝑚𝑖

𝑖

𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′ 

= 𝑚𝒓𝐶 × 𝒗𝐶 + ∑ 𝑚𝑖

𝑖

𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′（3 分）。 

质心相对参考点 O 的角动量为 

𝑳𝐶 = 𝒓𝐶 × 𝒑𝐶 = 𝑚𝒓𝐶 × 𝒗𝐶， 

质点系相对质心的角动量为 

𝑳′ = ∑ 𝑳𝑖
′

𝑖

= ∑ 𝒓𝑖
′ × 𝒑𝑖

′

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′

𝑖

， 

因此 𝑳 = 𝑳𝐶 + 𝑳′。 

(3) 若该质点系为刚体，相对某参考系作角速度为 𝝎 的定轴转动，转轴过质心且刚

体相对转轴的转动惯量为 𝐼𝐶，证明刚体相对该参考系中任意参考点的角动量均

相同，且沿转轴方向的分量为 𝑳𝑧 = 𝐼𝐶𝝎。 

刚体相对过质心的转轴作定轴转动时，质心始终静止，因此相对任一参考点 O，

质心的角动量 𝑳𝐶 = 𝟎，刚体的角动量 𝑳 即为刚体相对质心的角动量 𝑳′（1 分）。 

刚体作角速度为 𝝎 的定轴转动时，任一质元 𝑚𝑖 的速度可表示为 𝒗𝑖
′ = 𝝎 × 𝒓𝑖

′（1

分），故刚体的角动量为 

𝑳 = 𝑳′ = ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖
′ × 𝒗𝑖

′

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖𝒓𝑖
′ × (𝝎 × 𝒓𝑖

′)

𝑖

= ∑ 𝑚𝑖[(𝒓𝑖
′ ⋅ 𝒓𝑖

′)𝝎 − (𝒓𝑖
′ ⋅ 𝝎)𝒓𝑖

′]

𝑖

。 

以质心为原点建立空间直角坐标系，令 𝑧 轴指向转轴的方向，则刚体相对转轴

的转动惯量 𝐼𝐶 = ∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2)𝑖 、刚体角速度 𝝎 = 𝜔𝒌，刚体角动量沿转轴方向

的分量大小为 

𝐿𝑧 = 𝑳 ⋅ 𝒌 = 𝑳 ⋅
𝝎

𝜔
= ∑ 𝑚𝑖 [(𝒓𝑖

′ ⋅ 𝒓𝑖
′) (𝝎 ⋅

𝝎

𝜔
) − (𝒓𝑖

′ ⋅ 𝝎) (𝒓𝑖
′ ⋅

𝝎

𝜔
)]

𝑖

 

= ∑
𝑚𝑖

𝜔
[𝑟𝑖

′2𝜔2 − (𝒓𝑖
′ ⋅ 𝝎)2]

𝑖

= ∑
𝑚𝑖

𝜔
[(𝑥𝑖

2 + 𝑦𝑖
2 + 𝑧𝑖

2)𝜔2 − (𝑧𝑖𝜔)2]

𝑖

 

= ∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2)𝜔

𝑖

= 𝐼𝐶𝜔（3 分）， 

因此刚体角动量沿转轴方向的分量为 

𝑳𝑧 = 𝐿𝑧𝒌 = (𝐼𝐶𝜔)
𝝎

𝜔
= 𝐼𝐶𝝎。 
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13. 为避免火车停下来加水，可在铁轨旁设置长水槽，从匀速直线运动的火车上垂挂一

根弯水管于水槽中，使水沿管上升流入火车水箱。已知火车水箱与水槽的高度差为 

3.5 m，水的密度为 1.0 × 103  kg m3⁄ ，重力加速度大小取为 9.8 m s2⁄ ，试回答以下

问题，结果保留两位有效数字： 

(1) 分别判断在地面参考系与火车参考系中，水流是否能够看作定常流动； 

水流在地面参考系中不能看作定常流动（1 分），在火车参考系中可以看作定常

流动（1 分）。 

(2) 若要使水能够流入水箱，计算火车速度大小需要满足的条件； 

设地面参考系中火车速度大小为 𝑣，则在火车参考系中水槽中的水流速为 𝑣。 

设大气压强为 𝑝0、水的密度为 𝜌、火车水箱与水槽的高度差为 ℎ、水到达水箱时

流速为 𝑢，则由伯努利方程可得 

𝑝0 +
1

2
𝜌𝑣2 = 𝑝0 +

1

2
𝜌𝑢2 + 𝜌𝑔ℎ（2 分）， 

解得 𝑢 = √𝑣2 − 2𝑔ℎ（1 分），应满足条件 𝑣2 − 2𝑔ℎ > 0，即 𝑣 > √2𝑔ℎ = 8.3 m s⁄

（1 分）。 

(3) 若火车行进 1.0 km 的路程后，水箱得到了体积为 3.0 m3 的水，已知水管直径为

 10 cm，计算火车速度大小。 

设经过的时间为 𝑡、火车行进的路程为 𝑠，则有 𝑠 = 𝑣𝑡。 

设水管的直径为 𝑑，则其为水箱注水的体积流量为 𝑄𝑉 = 𝑢𝑆 = 𝑢π (
1

2
𝑑)

2

=
π

4
𝑢𝑑2。 

可得水管为水箱注水的总体积为 

𝑉 = 𝑄𝑉𝑡 =
π

4
𝑢𝑑2

𝑠

𝑣
=

π

4
𝑑2𝑠√1 −

2𝑔ℎ

𝑣2
（2 分）， 

代入数据可得火车速度大小 

𝑣 = √
2𝑔ℎ

1 − (
4𝑉

π𝑑2𝑠
)

2 = 9.0 m s⁄ = 32.3 km h⁄ （2 分）。 

14. 线密度为 0.02 kg m⁄  的均匀弦线被 50 N 的力拉紧，一列简谐横波沿该弦线自左向右

传播。观察弦上某点的运动，发现该点在作振幅为 4 cm、频率为 10 Hz 的简谐振动，

且 𝑡 = 0 时刻的振动速度沿 𝑦 轴正方向、振动量 𝑦 = 2 cm。以该点为原点，建立自

左向右的 𝑥 轴， 

(1) 列出该点简谐振动的运动学方程； 
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设该点简谐振动的运动学方程为 

𝑦(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)， 

其中振幅 𝐴 = 4 cm、频率 𝜈 = 10 Hz，可得角频率 𝜔 = 2π𝜈 = 20π rad s⁄（1 分）。 

在 𝑡 = 0 时刻，由振动量 

𝑦(0) = 𝐴 cos 𝜑 = 2 cm（1 分） 

可得 cos 𝜑 =
1

2
，由振动速度 

𝑣(0) = −𝜔𝐴 sin 𝜑 > 0（1 分） 

可得 sin 𝜑 < 0，解得初相位 𝜑 = −
π

3
（1 分）。 

因此该点简谐振动的运动学方程为 

𝑦(𝑡) = 4 cos (20π 𝑡 s⁄ −
π

3
)  cm（1 分）。 

(2) 列出该简谐横波的运动学方程； 

由弦的线密度 𝜆 = 0.02 kg m⁄ 、弦上张力 𝑇 = 50 N，可得该简谐横波的传播速度 

𝑢 = √
𝑇

𝜆
= 50 m s⁄ （1 分）。 

由于传播方向沿 𝑥 轴正方向，可得该简谐横波的运动学方程 

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝐴 cos [𝜔 (𝑡 −
𝑥

𝑢
) + 𝜑] = 4 cos (20π 𝑡 s⁄ −

2π

5
𝑥 m⁄ −

π

3
)  cm（2 分）。 

(3) 计算弦上振动初相位为 
2π

3
 的所有位置。 

令弦上坐标为 𝑥 处的振动初相位为 
2π

3
，即 

𝜑(𝑥) = −
2π

5
𝑥 m⁄ −

π

3
=

2π

3
− 2𝑘π（1 分） 

其中 𝑘 为整数，解得 

𝑥 = (5𝑘 − 2.5) m（1 分）。 

15. 毕老师被外星人抓走，乘坐飞碟以 0.6 倍光速远离地球而去。助教听说后，立刻乘

坐宇宙飞船出发前去援救，以 0.8 倍光速追赶飞碟。毕老师等待援救时仍不忘工作，

给外星人上了一堂 100 分钟的力学课。试计算以下参数，结果保留三位有效数字： 

(1) 在地球上的同学们看来，这堂课的持续时间； 

飞碟相对地球的速度大小为 𝑣 = 0.6 𝑐，以地球为 𝑆 系、飞碟为 𝑆′ 系、飞碟速度

方向为正方向。则课堂相对 𝑆′ 系静止，在 𝑆′ 系中测得的课堂持续时间 𝑇′ = 100

 min 为本征时间。由动钟变慢公式可得，在 𝑆 系中测得的课堂持续时间为 
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𝑇 =
𝑇′

√1 −
𝑣2

𝑐2

= 125 min（3 分）。 

(2) 飞碟相对宇宙飞船的速度大小，用真空中光速的倍数表示； 

宇宙飞船相对地球的速度大小为 𝑢 = 0.8 𝑐，以宇宙飞船为 𝑆′′ 系、宇宙飞船速度

方向为正方向。由速度变换公式可得，在 𝑆′′ 系中测得的飞碟速度大小为 

𝑣′′ = |
𝑣 − 𝑢

1 −
𝑢
𝑐2 𝑣

| = 0.385 𝑐（4 分）。 

(3) 在宇宙飞船上的助教看来，这堂课的持续时间。 

由动钟变慢公式可得，在 𝑆′′ 系中测得的课堂持续时间为 

𝑇′′ =
𝑇′

√1 −
𝑣′′2

𝑐2

= 108 min（3 分）。 

16. 第 24 届冬季奥林匹克运动会将于 2022 年 2 月 4 日在北京开幕。北京冬奥会期间，

国家游泳中心“水立方”通过“水冰转换”，华丽变身“冰立方”，承担冰壶项目的

比赛。冰壶运动同时考验着运动员的体能与脑力，被誉为冰上的“国际象棋”。比赛

分两队进行对抗，每队由四名队员组成，其中主将负责指挥；一名本方队员手持冰

壶，滑至投掷线时释放；另外两名本方队员手持毛刷，快速用力擦拭冰面，使冰面

熔化产生水，从而减小冰壶与冰面之间的摩擦因数；对方队员也可擦拭冰面，从而

干扰冰壶的滑行轨迹。运动员在力求将本方冰壶投向圆垒的同时，也可根据实际需

要，将场地上本方其他冰壶撞进圆垒，或是将对方冰壶撞出圆垒。为简化计算，我

们将冰壶视作质量为 𝑚、半径为 𝑟 的匀质刚体圆柱，其底面贴着冰面滑行， 

(1) 若冰壶以一定的初速度在冰面上无旋转地滑行，运动员在冰壶滑行的左前方擦

拭冰面，试定性分析冰壶之后的运动； 

冰壶无旋转地滑行时，其各个点部位所受摩擦力均向后。减小左方摩擦力，则

其各个点部位所受摩擦力的合力矩竖直向下，使冰壶沿顺时针方向旋转（1 分）。 

冰壶边滑行边沿顺时针方向旋转时，其前方点部位所受摩擦力有向左的分量、

后方点部位所受摩擦力有向右的分量。减小前方摩擦力，则其各个点部位所受

摩擦力的合力有向右的分量，使冰壶运动轨迹向右偏移（1 分）。 

(2) 若冰壶 1 以初速度 𝑣0 滑行的同时也在以角速度 𝜔0 绕中心旋转，与静止在冰面

上的冰壶 2 发生非弹性正碰，接触面法向速度分量的恢复系数为 𝑒，两冰壶之间

的摩擦因数为 𝜇，碰撞瞬间不考虑冰壶与冰面之间的摩擦力，试求碰撞后两冰壶
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沿接触面法向的滑行速度分量 𝑣1𝑛、𝑣2𝑛； 

由碰撞前后接触面法向动量分量守恒，可得 

𝑚𝑣1𝑛 + 𝑚𝑣2𝑛 = 𝑚𝑣0（1 分）。 

由接触面法向速度分量的恢复系数的定义，可得 

𝑣2𝑛 − 𝑣1𝑛 = 𝑒𝑣0（1 分）。 

解得 

𝑣1𝑛 =
1 − 𝑒

2
𝑣0， 

𝑣2𝑛 =
1 + 𝑒

2
𝑣0（1 分）。 

(3) 接上一问，试求碰撞后两冰壶绕中心旋转的角速度 𝜔1、𝜔2，以及沿接触面切向

的滑行速度分量 𝑣1𝜏、𝑣2𝜏。 

冰壶相对过中心的转轴的转动惯量为 

𝐼 =
1

2
𝑚𝑟2。 

设碰撞持续时间为 Δ𝑡，碰撞过程中两冰壶之间的平均弹力大小为 �̅�、平均摩擦

力大小为 𝑓。̅ 

以下 a、b 两种情况，若完整推导出其中任何一种则得满分，若同时推导出两种则得

不超过 5 分的加分，加分后全卷总分不超过 100 分。 

a. 若碰撞过程中两冰壶之间的摩擦力始终存在，则其平均大小为 

𝑓̅ = 𝜇�̅�。 

对冰壶 2，在接触面法向由动量定理可得 

𝑚𝑣2𝑛 = �̅�Δ𝑡， 

故有 

𝑓Δ̅𝑡 = 𝜇�̅�Δ𝑡 = 𝜇𝑚𝑣2𝑛 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑚𝑣0（1 分）。 

对两冰壶，由角动量定理可得 

𝐼𝜔1 − 𝐼𝜔0 = −𝑓�̅�Δ𝑡 = −
1 + 𝑒

2
𝜇𝑚𝑣0𝑟（1 分）， 

𝐼𝜔2 = 𝑓�̅�Δ𝑡 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑚𝑣0𝑟（1 分）。 

对两冰壶，在接触面切向由动量定理可得 

𝑚𝑣1𝜏 = 𝑓Δ̅𝑡 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑚𝑣0， 
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𝑚𝑣2𝜏 = 𝑓Δ̅𝑡 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑚𝑣0（1 分）。 

解得 

𝜔1 = 𝜔0 − (1 + 𝑒)
𝜇𝑣0

𝑟
， 

𝜔2 = (1 + 𝑒)
𝜇𝑣0

𝑟
， 

𝑣1𝜏 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑣0， 

𝑣2𝜏 =
1 + 𝑒

2
𝜇𝑣0。 

该情形要求碰撞过程中，两冰壶接触面之间的相对速度大小始终大于 0，即 

(−𝑣1𝜏 + 𝜔1𝑟) − (𝑣2𝜏 + 𝜔2𝑟) = 𝜔0𝑟 − 3(1 + 𝑒)𝜇𝑣0 > 0（1 分）。 

b. 若 

𝜔0𝑟 − 3(1 + 𝑒)𝜇𝑣0 ≤ 0（1 分）， 

则在碰撞过程中的某一时刻，两冰壶接触面之间的相对速度大小降为 0，摩擦力

消失，该时刻两冰壶绕中心旋转的角速度即为最终的 𝜔1、𝜔2，该时刻两冰壶沿

接触面切向的滑行速度分量即为最终的 𝑣1𝜏、𝑣2𝜏，有 

(−𝑣1𝜏 + 𝜔1𝑟) − (𝑣2𝜏 + 𝜔2𝑟) = 0（1 分）。 

由碰撞前后接触面切向动量分量守恒，可得 

𝑚𝑣1𝜏 − 𝑚𝑣2𝜏 = 0（1 分）。 

以接触面为参考点，由碰撞前后角动量守恒，可得 

(𝑚𝑣1𝜏 + 𝐼𝜔1) + (𝑚𝑣2𝜏 − 𝐼𝜔2) = 𝐼𝜔0（1 分）。 

对冰壶 2，结合角动量定理以及接触面切向动量定理，可得 

𝐼𝜔2 = 𝑓�̅�Δ𝑡 = (𝑓Δ̅𝑡)𝑟 = (𝑚𝑣2𝜏)𝑟 = 𝑚𝑣2𝜏𝑟（1 分）。 

解得 

𝜔1 =
2

3
𝜔0， 

𝜔2 =
1

3
𝜔0， 

𝑣1𝜏 =
1

6
𝜔0𝑟， 

𝑣2𝜏 =
1

6
𝜔0𝑟。 


